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Tóm tắt: Trong bài báo này, chúng tôi sẽ tính toán đa thức Tutte của
một số đồ thị đơn giản. Sử dụng đa thức Tutte để tính số cây bao trùm
của một đồ thị. Qua đó, chúng tôi sẽ chỉ ra mối liên hệ giữa số cây bao
trùm và định thức của ma trận Laplace thu gọn của đồ thị.
Từ khóa: Đa thức Tutte, ma trận Laplace, cây bao trùm, đồ thị vòng,
Đinh lý ma trận cây.

1 MỞ ĐẦU

Trong các lĩnh vực của toán học thì lý thuyết đồ thị là một nội dung không thể thiếu của
nhiều nghiên cứu, trong đó một trong những hướng nghiên cứu quan trọng là đa thức Tutte của
đồ thị và ứng dụng. Đa thức Tutte, còn được gọi là đa thức nhị phân hay đa thức Tutte-Whitney
[7], là một đa thức được định nghĩa trên đồ thị. Đây là một đa thức trong hai biến đóng vai trò
quan trọng trong lý thuyết đồ thị. Đa thức Tutte là một bất biến cơ bản của đồ thị, được xác
định cho mọi đồ thị và chứa thông tin về cách biểu đồ được kết nối. Đa thức Tutte của đồ thị
ban đầu được xác định bởi W.T. Tutte [6, 7] vào năm 1954 như một phần mở rộng của đa thức
màu. Việc tính toán đa thức Tutte của đồ thị được biết là khó khăn, do đó có nhiều mối quan
tâm để tìm các biểu thức rõ ràng của chúng cho các họ đồ thị. Đa thức Tutte là đa thức hai biến
có thuộc tính phổ quát quan trọng, được định nghĩa đệ quy thông qua hai phép toán co và xoá
cạnh của đồ thị. Các phép toán co và xoá này xuất hiện một cách tự nhiên trong nhiều mô hình
mạng ở nhiều lĩnh vực khác nhau như khoa học máy tính, tối ưu, vật lý và sinh học. Một trong
nhiều ý nghĩa của đa thức Tutte là dùng để đo các chỉ số quan trọng của một đồ thị như số cây
bao trùm hay số rừng bao trùm của một đồ thị. Hiện nay, việc nghiên cứu về đa thức Tutte của
đồ thị và ứng dụng của nó vẫn được các nhà toán học trong nước và trên thế giới tiếp tục nghiên
cứu, tìm hiểu. Một trong những nghiên cứu mới nhất về đa thức Tutte cho đồ thị có hướng vừa
được đăng trên tạp chí rất nổi tiếng Journal of Combinatorial Theory, Series B [1]. Bài báo này
đã xây dựng đa thức Tutte ba biến cho đồ thị có hướng dựa trên các phép xoá cạnh, co cạnh và
phép đổi hướng nhằm xác định các tính chất của một đồ thị có hướng như số thành phần liên
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thông mạnh, độ dài của đường đi có hướng,... Với mong muốn tìm hiểu sâu hơn về đa thức Tutte
của đồ thị, bài viết này sẽ giúp chúng ta tính toán đa thức Tutte của một số đồ thị vô hướng.

Định nghĩa 1. Cho V là một tập khác rỗng, E ⊆ V × V , khi đó G = (V,E) gọi là một đồ thị.
i) Mỗi phần tử v ∈ V được gọi là một đỉnh của đồ thị.
ii) Mỗi phần tử e = (x, y) ∈ E với x 6= y được gọi là một cạnh của đồ thị.
iii) Mỗi phần tử e = (x, x) ∈ E được gọi là một khuyên của đồ thị.
iv) V = V (G) được gọi là tập các đỉnh, E = E(G) được gọi là tập các cạnh, |V |, |E| lần lượt là
số các đỉnh và số các cạnh của đồ thị.

Định nghĩa 2. Cho G = (V,E) là một đồ thị, e = (a, b) ∈ E. Khi đó ta định nghĩa:
i) G \ e = (V,E \ e) là phép xóa cạnh e trên G.
ii) G/e = (V \ {a, b} ∪ {ab}, E′) là phép co cạnh trên G, với E′ được xác định như sau: với mọi
(x, y) ∈ E mà
+) (x, y) 6= (a, b) thì (x, y) ∈ E′.
+) (x, y) = (a, b) thì E′ = E \ (x, y).
+) y = a thì (x, a)→ (x, ab).
+) x = a thì (a, y)→ (ab, y).

Từ định nghĩa ta dễ dàng kiểm tra các phép toán co và xoá có tính chất giao hoán. Do đó,
với mọi tập con A ⊆ E, các đồ thị G \ A và G/A hoàn toàn được xác định. Ngoài ra, với mọi
e1, e2 ∈ E mà e1 6= e2 thì G \ e1/e2 và G/e2 \ e1 đẳng cấu với nhau. Đặc biệt, nếu e là một
khuyên thì G \ e = G/e.

Hình 1.1: Phép co và xóa cạnh trên đồ thị G.

Định nghĩa 3. (Đa thức Tutte của đồ thị)Cho đồ thị G = (V,E), A ⊆ E. GA = (V,A) là
đồ thị con bao trùm của G. r(A) = rG(A) = |V (G)| − k(GA) là hạng của A, với k(GA) là số
thành phần liên thông của GA. Khi đó, đa thức Tutte của G được cho bởi:

T (G;x, y) =
∑
A⊆E

(x− 1)r(E)−r(A)(y − 1)|A|−r(A). (1)
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Đa thức Tutte của một đồ thị vô hướng là một hàm sinh hai biến, dùng để đếm các cấu
trúc của đồ thị như số thành phần liên thông hay số đồ thị con bao trùm (Định lý 2). Tuy nhiên,
việc tính đa thức Tutte của một đồ thị dựa vào định nghĩa trên là khá phức tạp. Trong bài này,
chúng tôi sẽ tính đa thức Tutte của đồ thị theo định nghĩa đệ quy sau đây. Sự tương đương của
hai định nghĩa này đọc giả có thể xem chứng minh trong [2].

Định nghĩa 4. Cho G = (V,E) là một đồ thị, e = (a, b) ∈ E. Xét hàm T (G;x, y) của G với hai
biến độc lập x, y như sau:
i) T (G;x, y) = 1 nếu |E| = 0;
ii) T (G;x, y) = x.T (G/e;x, y) nếu e là cầu;
iii) T (G;x, y) = y.T (G \ e;x, y) nếu e là khuyên;
iv) T (G;x, y) = T (G \ e;x, y) + T (G/e;x, y) trong các trường hợp còn lại.

Hàm hai biến T (G, x, y) này được chứng minh cũng chính là đa thức Tutte của đồ thị G [2].

Định nghĩa 5. Cho G = (V,E) là một đa đồ thị vô hướng, liên thông và không có khuyên,
trong đó V = {v1, ..., vn}, E = {e1, ..., em}. Khi đó:
i) Ma trận liên thuộc L của G, L = (lij)n×m với

lij =


1 nếu vi là đỉnh đầu của cạnh ej

−1 nếu vi là đỉnh cuối của cạnh ej

0 nếu vi không liên thuộc với ej

ii) Ma trận kề A = (aij)n×n của G, với aij = e(vi, vj), trong đó e(vi, vj) là số cạnh nối vi với vj .

iii) Ma trận Laplace 4 = (4ij)n×n của G, với

4ij =

{
deg(vi) nếu i = j

−e(vi, vj) nếu i 6= j

iv) Ma trận Laplace thu gọn 4′s của G ứng với đỉnh s có được từ ma trận Laplace 4 của G bằng
cách xóa hàng và cột của ma trận Laplace 4 ứng với đỉnh s.

Mối quan hệ giữa số cây bao trùm của một đồ thị và ma trận Laplace được thể hiện trong Định
lý sau.

Định lí 1. [4] (Định lí Matrix-Tree) Số cây bao trùm của G bằng định thức của ma trận Laplace
thu gọn 4′ của G.

Đồ thị con bao trùm hay nói riêng, cây bao trùm của đồ thị đóng vai trò quan trọng trong nghiên
cứu lý thuyết đồ thị. Định lý say đây cho thấy đa thức Tutte có thể dùng để đo các chỉ số quan
trọng của một đồ thị như số cây bao trùm hay số rừng bao trùm. Chúng ta có thể xem chứng
minh trong [4].
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Định lí 2. [5] Cho G = (V,E) là một đồ thị liên thông. T (G;x, y) là đa thức Tutte của G. Khi
đó:

i) T (G; 1, 1) chính là số cây bao trùm của đồ thị G.

ii) T (G; 2, 1) chính là số rừng bao trùm của đồ thị G.

iii) T (G; 1, 2) chính là số đồ thị con liên thông bao trùm của đồ thị G.

iv) T (G; 2, 2) = 2|E|.

2 ĐA THỨC TUTTE CỦA MỘT SỐ ĐỒ THỊ

2.1 Đồ thị G = K3, G = K4

Định nghĩa 6. Đồ thị đầy đủ n đỉnh, ký hiệu là Kn, là đơn đồ thị mà hai đỉnh phân biệt bất
kì của nó luôn liền kề.

Từ định nghĩa, ta thấy ngay đồ thị Kn có
n(n− 1)

2
cạnh và mỗi đỉnh của Kn có bậc là n− 1.

Ví dụ 1. Tính đa thức Tutte của đồ thị đồ thị G = K3.

Hình 2.1 dưới đây là cách khai triển đồ thị G trong việc tìm đa thức Tutte của nó.

Hình 2.1: Cách khai triển đồ thị G = K3 trong việc tìm đa thức Tutte.
Từ khai triển này ta có đa thức Tutte của đồ thị K3 là T (K3;x, y) = x2 + x+ y.

Theo Định lí 2 thì số cây bao trùm của K3 là T (K3; 1, 1) = 12 + 1 + 1 = 3.
Bây giờ, chúng ta sẽ tính toán để thấy được số cây bao trùm của K3 của chính bằng giá trị của
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định thức Laplace thu gọn (Định lí 1) và chính là giá trị của đa thức Tutte khi x = y = 1. Ta có
ma trận kề A, ma trận Laplace 4 và ma trận Laplace thu gọn 4′ của G = K3 là:

A =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

; 4 =

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

; 4′v3 =

[
2 −1
−1 2

]

Suy ra | 4′ |= 2.2− (−1).(−1) = 3.
Do đó, số cây bao trùm của đồ thị K3 chính bằng T (K3; 1, 1) và bằng giá trị định thức của ma
trận Laplace thu gọn 4′ của G.

Ví dụ 2. Cho đồ thị G = K4 như hình dưới đây

Hình 2.2: Đồ thị G = K4.

Hình 2.3 dưới đây là cách khai triển đồ thị G trong việc tìm đa thức Tutte của nó.

Hình 2.3: Cách khai triển đồ thị G = K4 trong việc tìm đa thức Tutte.
Vậy đa thức Tutte của đồ thị K4 là T (K4;x, y) = x3 + 3x2 + 2x+ 4xy + 2y + 3y2 + y3.

Theo Định lí 2 thì số cây bao trùm củaK4 là T (K4; 1, 1) = 13+3.12+2.1+4.1.1+2.1+3.12+.13 =

16.

5



Đa thức Tutte của một số đồ thị

Bây giờ, chúng ta sẽ có một số tính toán để thấy rằng số cây bao trùm của G = K4 của định lí 2
và định lí 1 là bằng nhau. Ta có ma trận kề A, ma trận Laplace 4 và ma trận Laplace thu gọn
4′ của K4 là:

A =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

; 4 =


3 −1 −1 −1
−1 3 −1 −1
−1 −1 3 −1
−1 −1 −1 3

; 4′v4 =

 3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3



Suy ra | 4′ | = 16.
Do đó, số cây bao trùm của đồ thị K4 bằng T (K4; 1, 1) và cũng chính là giá trị định thức của
ma trận Laplace thu gọn 4′ của K4.

2.2 Đồ thị G = C4 và G = Cn

Định nghĩa 7. Đồ thị vòng n đỉnh, ký hiệu là Cn, là đơn đồ thị n đỉnh v1, v2, ..., vn (n ≥ 3) và
n cạnh (v1, v2), (v2, v3), ..., (vn−1, vn), (vn, v1). Như vậy mỗi đỉnh của Cn có bậc là 2.

Hình 2.4: Đồ thị G = Cn

2.2.1 Đồ thị C4

Cho đồ thị G = C4 như hình dưới đây:

Hình 2.5: Đồ thị G = C4

Hình 2.6 dưới đây minh họa cho cách khai triển đồ thị G = C4 trong việc tìm đa thức Tutte.:
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Hình 2.6: Cách khai triển đồ thị G = C4 trong việc tìm đa thức Tutte.
Vậy đa thức Tutte của đồ thị C4 là T (C4;x, y) = x3 + x2 + x+ y

Theo Định lí 2 số cây bao trùm của G = C4 là T (C4; 1, 1) = 13 + 12 + 1 + 1 = 4

Ta có ma trận kề A, ma trận Laplace 4 và ma trận Laplace thu gọn 4′ của G là:

A =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

; 4 =


2 −1 −1 −1
−1 2 1 −1
−1 1 2 −1
−1 −1 −1 2

; 4′v4 =

 2 −1 −1
−1 2 1

−1 1 2


Suy ra | 4′ | = 4.
Do đó, số cây bao trùm của đồ thị C4 chính bằng T (C4; 1, 1) và bằng giá trị định thức của ma
trận Laplace thu gọn 4′ của G.

2.2.2 Đồ thị Cn

Định lí 3. Đa thức Tutte của đồ thị Cn là

T (Cn;x, y) = xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ y

Chứng minh. Ta có

T (Cn;x, y) = xn−1 + T (Cn−1;x, y) với mọi n ≥ 4

Do đó T (Cn;x, y) = xn−1 + xn−2 + · · ·+ x3 + T (C3;x, y)

Mà T (C3;x, y) = x2 + x+ y.
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Suy ra T (Cn;x, y) = xn−1 + xn−2 + · · ·+ x+ y.

Nhận xét: T (Cn; 1, 1) = n chính bằng số cây bao trùm của đồ thị vòng Cn và đó cũng chính là
giá trị của định thức của ma trận Laplace thu gọn 4′ của Cn.

Hình 2.7: Cách khai triển đồ thị G = Cn trong việc tìm đa thức Tutte.
T (Cn;x, y) = xn−1 + T (Cn−1;x, y).

3 KẾT LUẬN

Trong bài báo này, chúng tôi đã tính toán đa thức Tutte của một số đồ thị vô hướng. Sử dụng
đa thức Tutte để tính số cây bao trùm của đồ thị. Qua đó, chúng tôi đã khẳng định được số cây
bao trùm bằng định thức của ma trận Laplace thu gọn của một đồ thị.
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Birkhäuser Boston, pp 219-255. https://doi.org/10.1007/978-0-8176-4789-6.

[6] Tutte, W. T. (1947) A ring in graph theory. Proc. Cambridge Phil. Soc., 43, pp. 26–40.

[7] Tutte, W. T. (1954), A contribution to the theory of chromatic polynomials. Can. J. Math.,

6, pp. 80–91.

THE TUTTE POLYNOMIAL OF SOME GRAPHS
LE MANH HA
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ABSTRACT

In this paper, we compute the Tutte polynomial of some graphs. We use the Tutte polynomial to
calculate the number of spanning trees of the graph. Thereby, we can confirm that the number
of spanning trees is equal to the determinant of Laplace matrix of a graph.

Keyword: Cycle graph, Laplace matrix, Matrix-tree Theorem, Spanning tree, Tutte polynomial.
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