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Gidi thiéu

Da tap vdi mat do 1a mot da tap Riemann tron n-chiéu v6i ham mat do tron, duong
e~! dugc stt dung lam trong s6 cho thé tich k-chiéu (truong hgp 1-chiéu goi 1a do dai,
ky hieu 1a [, truong hop 2-chiéu goi la dién tich, ky hiéu 1a A va truong hop 3-chiéu
goi la thé tich, ky hieu 1a V). Gia sit dV 1a phan ti thé tich k-chiéu Riemann. Khi
d6, phan tit thé tich k-chiéu theo mat do e/, ky hiéu dV; duge cho béi cong thiie

dV; = e fdv.

Chu ¥ riang dinh nghia trén khong tuong duong véi viec nhan mot hé s6 vao

metric vi khi d6 cac phan tit the tich k-chiéu va (k — 1)-chiéu c6 s6 miit — f (ctia ham
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mat do) khac nhau. Trong mot s6 bai toan, ngudi ta xét cdc ham mat do cia cac
thé tich k-chiéu va (k — 1)-chiéu khéc nhau.

Mot s6 vi du sau cho thay da tap véi mat do xuat hién mot cach ty nhién trong
Toan hoc, Vat 1y va Kinh té.

Xét duong cong C trén nita mat phang trén déng Oclit (bien Ox) va mit tron
xoay S dugc sinh ra bdi duong cong C khi xoay quanh truc Oz. Khi do6, dién tich
A(S) ctia mat S tuong tng véi do dai [(C) ctia dudng cong C' trén nita mat phang
voi mat do 2my. That vay, gid dudng cong C' cho béi tham s6 z(t) = (t,y(t)),t €
(a,b) C R,y(t) > 0 vd S la mét tron xoay dugce sinh ra bdéi C' khi quay quanh truc
Oz. Khi do, ching ta co:

:/b V1I+y?(t)dt va  A(S) :27r/by(t)\/1—|—y’2(t)dt.

Do dé, chiing ta c6 thé xem nita mit phéng trén véi mat do 2y 1a khong gian
thuong ctia R3 v6i quan hé tuong duong “cting khodng cach dén truc Oz”.

Trong Vat 1y, mot doi tugng c6 thé c6 mat do noi tai khac nhau tai cac diém
khéc nhau. Do d6, dé xac dinh khéi lugng ctia n6 ta phai tinh tich phan theo mat
do.

Mot khong gian véi mat do duge sit dung nhiéu trong toan hoc ciing nhu trong
linh viic kinh té d6 1a khong gian Gauss G", khong gian R"™ v6i mat do Gauss
(27)_%e_§, & do r 1a khoang cach tit diem dén gdc toa do. Trong khong gian nay,

mat do tap trung vao gbc toa do va gidm rat nhanh khi di chuyén ra ngoai (Hinh 1).

Trén mat phang Gauss, do dai ctia truc hoanh bang

+oo —a?/2 1
e
by = der = —.
J /_oo 2 v vV 2T

Dé dang kiém tra duge do dai clia mot duong cong chinh quy bat bién qua phép

quay tam O, géc quay bat ky. Tit d6 suy ra, cac dudng thing qua goc toa do c¢6 do

Vor

Dién tich theo mat do ctia mit phing Gauss G? bang

)?+y(t)?)/2 +oo  ptoo —(z?+y?%)/2
Area( (G?) = / / ——————dxdy = / / —dxdy
R2 2m
fx2/2 +oo —y2/2
= / ¢ dx / ¢ dy | =
o V2m o V2T

dai theo mat do bang
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Hinh 1: Mat do ctia khong gian Gauss tdp trung vé goc toa do,
gidm rat nhanh khi di chuyén khéi goc toa do.

Do dai theo mat do ctia dudng tron tam O ban kinh R bing Re ® va dien tich
theo mat do ctia dia tron B(O, R) tam O ban kinh R bang

/ / e drd) =1 — e 2,

Tong quat khai niem khong gian Gauss 1a khai niem da tap vdi mat do cau, ham
mat do e~/ trong d6 r 1a khoang cach tit gbc toa do dén diém dang xét, f 1a mot
ham tron.

Ngoai ra, mot khong gian véi mat do thuong gap ntta la khong gian vdi mat do
log-tuyén tinh, khong gian R v6i mat do e~/@, trong d6 f(x) = Si | aix; + b,
ai,b € R, Y1  a? # 0. Trong khong gian nay, tap hop tat ca cdc diém c6 cling mat
do 1a mot siéu phzzmg. Vi vay, bang mot phép d6i toa do thich hop, ta c6 thé gia
thiét ham mat do c6 dang e ®». Do d6, ta c6 thé xem khong gian R™ véi mat do
e~/@ nhu 1a tich R"! @ Ry, trong d6 R" ! 14 khong gian Oclit (n — 1)-chiéu va R;
la duong théng thic véi mat do e *».

Cubi cling, gia st M; va M, la hai da tap Riemann véi ham mat do tuong
tng 1a e @) vi e ") Tren da tap tich M, x M,, ching ta xét ham mat do
e~ @y) = o=@ +h2v) y6i moi & € My, y € M,. Khi d6, phan ti thé tich k-chiéu
theo mat do ctia M; x M, duge xac dinh béi

dVy = e~ M) qva e dViy,.

Ching ta goi My x Mj véi mat do nhu trén 1a da tap vdi mat do tich hay tich cia

cac da tap vdi mat do.
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V6i khai niem tren, ching ta c6 thé xem khong gian Gauss la tich clia cac dudng
thang Gauss.

Sau day, chung ta sé di vao cac ndi dung chinh ctia bai bao nay.

1 Siéu mit f-cuc tiéu [3, 4, 7]

Theo Gromov [4], mot cach tong quat, do cong trung binh theo mat do ctia mot sieu

mat dugc dinh nghia nhu sau:

Dinh nghia 1.0.1. ([4]) Trén mot da tap v6i mat do e~/ do cong trung binh theo

mat do hay f-do cong trung binh ciia mot siéu mit duge xéc dinh bdi cong thic:
Hf :H+ (Vf,n),

trong d6 H 1a do cong trung binh Oclit, n 1a trudng phap vécto don vi clia siéu mat
va Vf la gradient ctia ham f.
Mot sieu mat véi f-do cong trung binh Hy = 0 dudc goi la siéu mat cuc tiéu vdi

mat do hay siéu mat f-cuc tiéu.

Nhan xét 1. 1. Trong khong gian R™, do cong trung binh cia siéu mat thoa man

cong thiic bién phan thit nhat ciua phiém ham dién tich:

dA
= = —/E(n— 1)Hds.

2. Vai dinh nghia trén, do cong trung binh theo mat do cua siéu mat cung thoa
mdén cong thic bién phan thit nhat theo mat do ciia phiém ham dién tich theo
mat do mot cach tuong tu [3]:

dA;

Tit cong thitc clia f-do cong trung binh, r6 rang néu chiing ta biét dude ¥ nghia
hinh hoc cta dai lugng (V f,n) thi ching ta c6 thé tim ra dugc mot sd6 mat f-cuc

tiéu don gian.

Vi du 1.0.1. ([5])  Dé thay, trong khong gian Gauss G, dai lugng | (Vf,n) | la
khoang cach tit goc toa do dén mit phang tiép xic tai diém tuong tng ctia mit. Do
d6, ching ta c6 thé kiém tra dudge mot sd két qua trong khong gian Gauss G nhu

Sau.
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1. Céc mit phing 1a miit ¢6 f-do cong trung binh hing. Dac biét, cac mit phing

di qua gbc toa do la cac mat f-cuc tieu;

2. Cac mit cau c6 tam tai goc toa do la mit c6 f-do cong trung binh hing. Dac

biét, néu cic mit cau nay c6 ban kinh bing 7 thi ching 14 cac mat f-cuyc

tieu.

3. Cac mat tru tron véi truc di qua goc toa do 1a mit c6 f-do cong trung binh

hing. Dac biét, néu mat tru nay c6 ban kinh bang 1 thi n6 la mat f-cuc tiéu.

Vi du 1.0.2. ([5]) Trong khong gian R™ v6i mat do log-tuyén tinh, e=f(*). Theo
trén ta c6 thé gia thiét ham mat do c6 dang e~*». Khi d6, Vf = (0,0,...,1) nén
(V f,n) chinh la cosin ctia goc gitta n va truc Ox,. Vi vay, tit dinh nghia ctia f-do
cong trung binh, ching ta dé& thay ring H; khong thay doi qua phép tinh tién hozic
phép quay quanh truc Oz,. Hon nita, ching ta cé thé kiém tra duge mot sb6 két qua

trong khong gian R™ v6i mat do e nhu sau:
1. Cac siéu phang la cac mit c6 f-do cong trung binh hing. Dic biét, cac sieu
phéng song song véi truc Oz, 1a caAc mit f-cuc ticu;

2. Cac siéu tru tron véi truc song song véi truc Oz, la cic mat c¢6 f-do cong

trung binh hang.

Vi du 1.0.3. ([6]) Tuong ty nhu trong khong gian Gauss G, trong khong gian tich
G? x R, dai lugng | (Vf,n)| 14 khodng cach tit hinh chiéu clia diém tuong tng cia
mat lén truc Oz dén mit phing tiép xic clia mat tai diém do. Do do6, ching ta co

thé kiém tra dugc mot s6 két qua trong khong gian G? x R nhu sau:

1. Cac mit phang song song véi truc Oz c¢6 f-do cong trung binh hing. Dic biét,

cac mat phang chia truc Oz la cac mit f-cuc tieu.
2. Céac mat phang z = a, a € R 1a cac mat f-cuc tiéu.

3. Cac mat tru ding véi truc Oz c6 f-do cong trung binh hing. Dic biét, néu

mat tru nay c6 ban kinh 1 thi né 1a mat f-cuc tiéu.

4. Helicoid c6 tham s6 X (u,v) = (sinh v sinu, —sinh v cosu, u) véi —m < u < 7,

—00 < v < oo la mat f-cuc tiéu.

5. Catenoid ¢6 tham s6 X¢(u,v) = (coshv cosu, coshvsinu,v) véi —r < u < m,

—00 < v < 00 la mit c6 f-do cong trung binh bang 1.
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6. Mat tham s6 (S) : X (u,v) = cos0Xy +sinfXpo, —7 < 0 < 7, ¢6 f-do cong

trung binh 1a hing s6.

Tiép theo, ching ta di vao mot déi tuong chinh thit hai ctia bai bao nay.

2 Dong do cong trung binh va nghiém tu dong dang ctia dong
do cong trung binh [1, 2]

2.1 Dong do cong trung binh

Tit cac tai lieu [1] va [2], chiing ta c6 thé c6 cai nhin tong quan vé dong do cong
trung binh v nghiém ty dong dang ctia dong do cong trung binh nhu sau:
Dinh nghia 2.1.1. Dong do cong trung binh 1a ho (mot tham s6) (F})ie; cac sieu
mat di chuyén theo huéng vector phap véi van tdc bang do cong trung binh clia mat.
Truong hgp 1-chiéu ctia dong do cong trung binh duge goi 1 dong cac dudng cong.
Cu thé hon:

Cho M 1a mot sieu mit trong khong gian R™™. Mot phép nhting phy thuoc thoi
gian

F,=F(,t): M — R"",

trong do ¢ € [0,7] C R, 1a mot nghiém ctia dong do cong trung binh néu

O Plo.t) = H(p.).N(p.1), pe M, 1€ [0.7],

véi H(p,t), N(p,t) lan lugt 1a do cong trung binh va phap vécto don vi clia siéu mat

Vi du 2.1.1. Cho mot siéu mat cuc tiéu chuyén dong theo dong do cong trung binh.
Do siéu mit cie tiéu c6 do cong trung binh H = 0 nén né ding yén. Vi vay, cé the

xem cac siéu mit cyc tieu la cac nghiém cia dong do cong trung binh.

2.2 Nghiém tu dong dang ctia dong dé cong trung binh

Chiing ta xét mot s6 vi du diic biet vé dong do cong trung binh.
Trong cac nghiém cua dong do cong trung binh, c6 mot loai nghiém dac biét 1a
nghiém ty dong dang (self-similar). Trong d6, nghiém tu dong dang co rit va nghiem

tu dong dang tinh tién 1a hai loai nghiém tu dong dang.
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Mot nghiém ctia dong do cong trung binh dudc goi 1 tu dong dang néu véi moi
t > t', F;, dong dang véi Fy,. Mot nghiem tir dong dang phai suy bién & thoi gian .

Bing phép tinh tién thai gian ¢, ching ta gid st to = 0. Khi d6 F}, = |t|"/2F_y, va
F_1(M) théa méan phuong trinh

H(F_1) = — (F_1, N(FL1)

Mot s6 nghiem tu dong dang dac biet nhu:

2.2.1 Nghiém tu dong dang co rit

Dinh nghia 2.2.1. Cho F(z,t) : M x [0,T] — R™" 1a mot nghiém ctia dong do
cong trung binh. Nghiém nay duge goi 1a mot nghiem ty dong dang co rit (shrinker)
néu ¢6 ham s6 duong A : [0,7] — R (A < 1) sao cho

F(z,t) = Nt)F(z,0), Y(z,t) € M x [0,T].

Trong khong gian R™™!, xét cac nghiém ti dong dang co rit ctia dong do cong
trung binh dang F'(z,t) = A(t)Fy(z), trong d6 t € [—1,0], 0 < A(t) < 1, A(—1) =1
va A(0) = 0.

Khi do, ching ta ¢6

N(t)Fy = (H(At)Fo), N(At)Fp) ) -

Do H(\(t)Fy) = ﬁH(FO) va N (A(t)Fy) = N(Fp) nén ching ta duge

V(R = 55 (). N(R) = H(E) = e (B, N(F)).
trong d6 ¢ = A(t)N(t). Ma H(F,) doc lap vé6i thoi gian nén ¢ 1a mot hang s6 va
At) = V2¢ct +d,d € R. Mat khac, \(—1) = 1, A\(0) =0nén d = 0 vac = —%, At) =
Vv/—t. Vi vay, ngusi ta thuong ding dang thic F(z,t) = /—tF(z,—1),t € [-1,0]
lam dinh nghia nghiém ty dong dang co rat. Vay, ta c6 mot nghiem ty dong dang
co rat khi va khi né théoa man phuong trinh

(F(z,t), N(z,1))
2

H(z,t) + = 0.
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Vi du 2.2.2. Cdc siéu cau tu co rit. Chon F = {Ft(]\/[)} 14 mot ho cac siéu cau
trong khong gian R™™! v6i ban kinh p(t), tam tai goc toa do. Khi d6, dong do cong
trung binh cam sinh phuong trinh vi phan cho ban kinh p,

7 (t) = o)

§ d6 pg 1a ban kinh ctia Fy(M). Do d6, nghiem ciia dong do cong trung binh ton tai
2
véi t € (—oo &1).

Do dé, ching ta ¢6

’ 2n
Vi du 2.2.3. Cac siéu tru tu co rit. Xét ho cac siéu tru F;, = Sg(g)k x RF. véi
0 <k < n. Khi do, ching ta duge

d n—k
—p(t) = — .
P

Do dé, ching ta ¢6

p(t) = \/ 03 — 2(n — k)L,
& do pg 1a ban kinh ctia Fy(M). Do d6, nghiem ciia dong do cong trung binh ton tai
voit € (—OO, %) .

2.2.4 Nghiém tu dong dang tinh tién

Dinh nghia 2.2.2. Cho F(z,t) : M x[0,T] — R*"! 1a mot nghiém ctia dong do cong
trung binh. Nghiém nay duge goi 1a mot nghiem ty dong dang tinh tién (translator)

néu ton tai vécto £ sao cho:
F(x,t) = F(z,0) +t£, VY(x,t) e M x[0,T].

Vi du 2.2.5. Mot vi du kinh dién vé nghiém tu dong dang tinh tién 1a dong duong
cong Grim Reaper. Khi n = 1, ¢c6 duy nhat mot nghiém ti dong dang tinh tién, goi
la dudng cong Grim Reaper (Hinh 2), c6 thé biéu dién bdi

xo = —lIncoszy +t,x € (—7/2,7/2).

Co6 kha it cac két qua lien quan dén nghiém tiy dong dang tinh tién. Trong phan
cudi ctia bai bao nay, ching toi trinh bay két qua chinh ctia bai bao - mdi quan hée
giita mat f-cuc ticu va nghiém ty dong dang ciia dong do cong trung binh. Mot phan
trong d6 sé cho ta mot s6 két qua vé nghiém ty dong dang tinh tién thong qua ngon

ngit cac mat f-cuc tiéu trong khong gian v6i mat do log-tuyén tinh.
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Hinh 2: Duong cong Grim Reaper

3 Mobi quan hé giita mit f-cuc tiéu va nghiém tu dong dang
cua dong do cong rung binh

3.1 Mait f-cuc tiéu va nghiém tu déng dang co rit

Theo trén, mot mit dude goi 1a f-cuc tiéu néu Hy = H+(Vf,n) = 0. Mot
nghiém ty dong dang co rat c¢6 phuong trinh xac dinh H + @ = 0. Sy tuong
dong giita 2 ddng thiic trén nay sinh cau héi tu nhién vé moéi quan hé gita cac mat
f-cuc tiéu va nghiem tu dong dang co rat. That vay, néu xét trong mot khong gian
v6i mat do e~/ phit hop thi mot nghiem ty dong dang co rit 1a mot mit f-cuc tiéu
va ngugc lai. Ngoai ra, moi quan hé dong nhéat nay con xay ra giita mit f-cuc ticu
va nghiém ty dong dang tinh tién. VA hai khong gian mat do xay ra diéu nay ciing
chinh 12 hai khong gian mat do quan trong: khong gian véi mat do cau (tuong ting
v6i khong gian véi mat do Gauss) va khong gian véi mat do log-tuyén tinh.

Meénh dé 3.1.1. Nghiem tu dong dang co rat clia dong do cong trung binh la siéu

mat f-cuc tiéu trong khong gian véi mat do Gauss.

Xét khong gian R” véi mat do e /4. Ta ¢6

Khi d6 f-do cong trung binh ctia sifu mat xac dinh béi X duge cho béi

1
Hf:H+§(X,N>.



10 Nguyén Thi My Duyén

Tit d6, chiing ta thiy ring cac siéu mat f-cuc tiéu trong khong gian R™ véi mat
do e /% 1a céc nghiém ty dong dang co rit ctia dong do cong trung binh.

Can cha ¥ rang mau s6 4  ham mat do khong dong vai tro quan trong. Ching
ta c6 thé thay doi n6 néu thay doi thoi gian ban dau (hodc thai diem xay ra ky di)
doi véi nghiem tu ddng dang co rit. Hon nita, néu ta c6 M la mat f-cuc tiéu trong

r2/4

khong gian véi mat do e~ thi ta c6 mat 2M la mat f-cuc tiéu trong khong gian

v6i mat do e~""/2,
Vay nghiém ti dong dang co rit ciia dong do cong trung binh 13 siéu mit f-cuc

tiéu trong khong gian v6i mat do Gauss.

Vidu 3.1.1. 1. Trong miit phang Gauss G?, duong tron tam O, ban kinh 1 la
mot mit f-cuc tiéu tuong tng véi duong tron ban kinh 2 1a nghiem tu dong

dang co rit trong R2.

2. Trong khong gian Gauss G®, cac mat phang di qua gbc toa do, mit cau tam
O ban kinh 1, cac mat tru c6 truc Ox, Oy, Oz ban kinh E la cac mat f-cuc

tiéu lan lugt tuong ting véi cdc mat phang, mit cau ban kinh 2, mat tru ban

kinh v/2 1a céc nghiem tu dong dang co rat trong R3.

3.2 Mait f-cuc tiéu va nghiém tu dong dang tinh tién

Meénh dé 3.2.1. Nghiem tu dong dang tinh tién ctia dong do cong trung binh la

mat f-cuc tiéu trong khong gian véi mat do log-tuyén tinh.

Xét khong gian véi mat do log-tuyén tinh (R, e~/) v6i f = —ax,. Ta c6 Vf =
(0,0,...,—a).

Gia st X (z,t) = X(x)+vt véiv = (0,0,...,a) la mot nghiem tu dong dang tinh
tién ctia dong do cong trung binh. Khi d6 Vi aa—)t((x, t) = H(x)N(z) nén

H(z)N(z) =v= H = (v, N)
— H=—-(Vf N)
— H+(Vf,N)=0

— X la mat f-cuc tiéu

Nguge lai, cho X (x,t) = X (x) + vt la mit f-cuc tiéu. Ta sé chi ra rang X (z,t) =
X (z) + vt 1a nghiém ty dong dang ctia dong do cong trung binh. That vay, ta c6
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0X .
W(m, t) =wv. Vavi X(x,t) la mat f-cuc tieu nén ta c6 H — (v, N) = 0, do d6 thanh

N X
phan vuong goéc clia vécto v 1a (v)* = HN. Suy ra (aa—t(x,t))L = H(z)N(x).

Chu ¥ rang, néu xét sai khac mot phép vi phoi, dinh nghia nghiém ctia dong do

cong trung binh tuong duong véi

(O R 0)* = Hip. 1) N(p,),

Do d6 X (z,t) la nghiem ty dong dang tinh tién ctia dong do cong trung binh.

Mzt khéc, bdi vi trong khong gian R™ véi mat do log-tuyén tinh, tap hop tat ca
cac didm co cuing mat do la mot siéu phéng. Cho nén, bang mot phép déi toa do
thich hgp, ta c6 thé gia thiét ham mat do c6 dang e *».

Vay, nghiém tu dong dang tinh tién ctia dong do cong trung binh 14 mat f-cuc

tieu trong khong gian v6i mat do log-tuyén tinh.

Vidu 3.2.1. 1. Trong mat phang (R?,eY), mat f-cyc tiéu la dudng thang song
song v6i truc Oy hodic duong cong Grim Reaper lan lugt tuong ting véi duong
thang va dudng cong Grim Reaper 1a nghiém ty dong dang tinh tién trong R2.

2. Trong khong gian (R?,e*) cac mit phang = ¢,y = ¢ (c 1a hiang s6) 1a cac
mat f-cuc tieu lan lugt tuong ing v6i mit phang la nghiem tu dong dang tinh

tién trong R3.

3. Trong khong gian (R?,e?), mat v6i tham s6 héa X (u,v) = (u, v, —In(cosv)),
u € Rov e (—g, g) la cac mat f-cuc ticu [5], ching tuong tng v6i nghiém
tu dong dang tinh tién trong R3. Va nhu vay, ching ta c6 thém mot vi du ve
nghiém tu dong dang tinh tién trong R? tit két qua vé mit f-cuc tiéu.

Loi cAm on: Toi xin chan thanh cdm on Thay gido, PGS. TS. Doan Thé Hiéu va TS.
Nguyén Ha Thanh da huéng dan, gitup dé toi hoan thién bai bao nay. Nghién cttu nay duge
tai trg bdi Quy Phat trién khoa hoc va cong nghé Qubc gia (NAFOSTED) trong dé tai
ma s6 101.04.2014.26.
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