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NGUYỄN THỊ MỸ DUYÊN
Trường Đại học Sư phạm - Đại học Huế

Tóm tắt: Trong bài báo này, chúng tôi trình bày các khái niệm về vi

phân ngoài với mật độ của một dạng vi phân, đạo hàm với mật độ của

một hàm, tích trong với mật độ và tích phân với mật độ như là sự mở

rộng của các khái niệm tương ứng trong không gian Euclid cũng như

các tính chất của chúng. Trên cơ sở đó, chúng tôi trình bày các kết quả

của toán tử Laplace với mật độ của một hàm và của một siêu mặt trong

Rn.

1 GIỚI THIỆU

Trong không gian Euclid, toán tử Laplace của một hàm f(x1, x2, ..., xn) được xác

định bởi công thức ∆f = div∇f, trong đó

∇f = (
∂f

∂x1

,
∂f

∂x2

, · · · , ∂f

∂xn

); div∇f =
∂

∂x1

∂f

∂x1

+
∂

∂x2

∂f

∂x2

+ · · ·+ ∂

∂xn

∂f

∂xn

.

Đối với mặt tham số X : U ⊂ R2 −→ R3 với X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

toán tử Laplace của mặt X được xác định bởi công thức ∆X := (∆x,∆y,∆z) =

Xuu+Xvv. Khi đó tính cực tiểu của mặt có mối quan hệ chặt chẽ với toán tử Laplace

của mặt. Điều này được khẳng định bởi định lý: Nếu mặt X(u, v) là mặt tham số

trực giao thì ta có đẳng thức ∆X = Xuu +Xvv = (2EH)N. Hay nói cách khác, mặt

tham số trực giao X(u, v) là cực tiểu khi và chỉ khi ∆X = 0.

Không gian với mật độ là không gian Euclid với một hàm dương eφ dùng làm trọng

số trong việc ước lượng thể tích. Hướng nghiên cứu không gian với mật độ đang thu

hút nhiều nhóm tác giả trong đó phải kể đến nhóm nghiên cứu của giáo sư Morgan.

Nhiều kết quả về mặt cực tiểu với mật độ nói chung và toán tử Laplace với mật độ

nói riêng đã được đưa ra trong thời gian gần đây. Đây là vấn đề thời sự đang thu

hút nhiều nhà toán học.

Theo trên, trong không gian Euclid toán tử Laplace của mặt được xác định bởi các

toán tử ∇ và div. Do đó, muốn mở rộng khái niệm toán tử Laplace lên không gian
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với mật độ ta cần quan tâm đến việc xây dựng các phép toán vi phân ngoài với mật

độ, đạo hàm với mật độ. Đi cùng với các phép toán này ta có các phép toán tích

trong với mật độ và tích phân với mật độ.

Cuối cùng, khi đã có các phép toán như trên ta xây dựng khái niệm toán tử Laplace

với mật độ sao cho nó thực sự là sự mở rộng khái niệm từ không gian Euclid lên

không gian với mật độ. Hơn nữa, nó vẫn giữ mối quan hệ giữa toán tử Laplace với

tính cực tiểu của mặt tham số trực giao.

1.1 Vi phân ngoài với mật độ của một dạng vi phân

Định nghĩa 1.1.1. Gọi ω là một k-dạng vi phân trên Rn với mật độ eφ. Vi phân

ngoài với mật độ eφ của ω được xác định bởi công thức như sau:

dφω := e−φd(eφω) (1)

Một dạng vi phân ω được gọi là dφ-đóng nếu dφw = 0. Điều này tương đương với

d(eφω) = 0. Một dạng vi phân ω được gọi là dφ-khớp nếu ω = dφη.

Khái niệm dφ như trên đã được xuất hiện trong các tài liệu [1] và [3].

Nhận xét 1.

1. Dễ dàng kiểm tra được một dạng vi phân ω là dφ-khớp thì cũng là dạng vi phân

dφ-đóng nhờ tính toán đơn giản sau:

dφω = e−φd(eφω) = e−φd
(
eφe−φd(eφη)

)
= e−φd2(eφη) = 0.

2. Gọi ω là một k-dạng vi phân trên Rn, lúc đó ta có d2φω = 0. Thật vậy ta có:

d2φω = dφ(dφω) = e−φd(eφdφω) = e−φd(eφe−φdeφω) = e−φd2(eφω) = 0.

Mệnh đề 1.1.1. Gọi Λk(TRn)⋆ là tập hợp tất cả các k-dạng trên Rn.

Ta có ánh xạ f : Λk(TRn)⋆ −→ Λk(TRn)⋆, ω 7−→ eφω là một đẳng cấu tuyến

tính, biến dạng vi phân dφ-đóng (khớp) thành dạng vi phân d-đóng (khớp). Vì vậy,

Hk
WDR = Hk

DR.

Chứng minh. Dễ dàng nhận thấy f là một đẳng cấu tuyến tính.

Giả sử ω là một dạng vi phân dφ-đóng. Ta có e−φd(eφω) = 0, suy ra d
(
f(ω)

)
= 0.

Do đó f biến dạng vi phân dφ-đóng thành dạng vi phân d-đóng.
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Giả sử ω = dφη. Ta có ω = e−φd(eφη), suy ra f(ω) = d(eφη). Do đó f biến dạng vi

phân dφ-khớp thành dạng vi phân d-khớp.

Vì vậy, với Hk
DR =

ker dk+i

Im dk
, ta có Hk

WDR = Hk
DR.

Định lý 1.1.1. Gọi ω1, ω2 là hai k-dạng, khi đó ta có

1. Vi phân của tổng

dφ(ω1 + ω2) = dφω1 + dφω2.

2. Vi phân của tích

dφ(ω1 ∧ ω2) = dφω1 ∧ ω2 + (−1)kω1 ∧ dω2 (2)

= dω1 ∧ ω2 + (−1)kω1 ∧ dφω2. (3)

Chứng minh. Từ định nghĩa dφ ta dễ dàng thu được điều cần chứng minh.

Hệ quả 1.1.1. Tích của một dạng vi phân dφ-đóng và một dạng vi phân d-đóng

hoặc tích của một dạng vi phân d-đóng và một dạng vi phân dφ-đóng là một dạng vi

phân dφ-đóng.

Chứng minh.

1. Từ (2) ta có tích của một dạng vi phân dφ-đóng và một dạng vi phân d-đóng

là một dạng vi phân dφ-đóng.

2. Từ (3) ta có tích của một dạng vi phân d-đóng và một dạng vi phân dφ-đóng

là một dạng vi phân dφ-đóng.

1.2 Đạo hàm với mật độ của một hàm

Định nghĩa 1.2.1. Đạo hàm với mật độ của một hàm được xác định bởi công thức

∂φf

∂xi

:=
∂f

∂xi

+
∂φ

∂xi

f. (4)

Định lý 1.2.1.
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1. Gọi f, g : Ω ⊂ Rn −→ R là hai ánh xạ, λ ∈ R, khi đó ta có

∂φ(f + g)

∂xi

=
∂φf

∂xi

+
∂φg

∂xi

, ∀i = 1, 2, . . . , n. (5)

∂φ(λf)

∂xi

= λ
∂φf

∂xi

, ∀i = 1, 2, . . . , n. (6)

2. Gọi f : Rn −→ R là một ánh xạ, khi đó ta có

∂2
φf

∂xi∂xj

=
∂2
φf

∂xj∂xi

. (7)

Chứng minh.

1. Dễ dàng suy ra từ định nghĩa.

2.

∂2
φf

∂xi∂xj

=
∂φ
∂xj

( ∂f

∂xi

+
∂φ

∂xi

f
)

=
∂2f

∂xi∂xj

+
∂2φ

∂xi∂xj

+
∂φ

∂xi

∂f

∂xj

+
∂φ

∂xj

( ∂f

∂xi

+
∂φ

∂xi

f
)

=
∂2f

∂xi∂xj

+
∂2φ

∂xi∂xj

+
∂φ

∂xi

∂f

∂xj

+
∂φ

∂xj

∂f

∂xi

+
∂φ

∂xj

∂φ

∂xi

f

=
∂2
φf

∂xj∂xi

.

Định lý 1.2.2. Nếu w =
∑
I

ωIdxI thì dφω =
∑
I

∑
α

(∂ωI

∂xα

+
∂φ

∂xα

ωI

)
dxαdxI .

Chứng minh. Dễ dàng suy ra từ định nghĩa dφω và định nghĩa
∂φf

∂xi

.

1.3 Tích trong với mật độ

Định nghĩa 1.3.1. Gọi ω1, ω2 là hai dạng vi phân trên Rn, ta định nghĩa tích trong

(hay tích) với mật độ của ω1, ω2 như sau:

ω1 ∧φ ω2 := eφω1 ∧ ω2. (8)

Định lý 1.3.1. Gọi
⊕
k

Ωk(Rn) là tập tất cả các dạng vi phân trên Rn, khi đó(⊕
k

Ωk(Rn),+,∧φ

)
là một vành.
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Chứng minh. Dễ dàng kiểm tra
(⊕

k

Ωk(Rn),+,∧φ

)
thoả mãn các tiên đề của vành

từ định nghĩa tích ∧φ như trên.

Định lý 1.3.2. Tập
(⊕

k

Hk
W (Rn),+,∧φ

)
là một vành, trong đó:

Hk
W (Rn) =

ker dkφ
Im dk−1

φ

. (9)

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng minh phép toán tích của hai lớp tương đương

không phụ thuộc phần tử đại diện, điều này cũng tương đương với việc chứng minh

[(ω1 + dφη1) ∧φ (ω2 + dφη2)] độc lập với η1 và η2. Thật vậy, ta có:

(ω1 + dφη1) ∧φ (ω2 + dφη2) = ω1 ∧φ ω2 + ω1 ∧φ dφη2 + dφη1 ∧φ ω2 + dφη1 ∧φ dφη2

= ω1 ∧φ ω2 + dφ
(
(−1)kω1 ∧φ η2 + η1 ∧φ ω2 + η1 ∧φ dφη2

)
Suy ra, [(ω1+dφη1)∧φ (ω2+dφη2)] = [ω1∧φω2]. Do đó ta có [ω1]∧φ [ω2] = [ω1∧φω2].

Mặt khác, chúng ta dễ dàng kiểm tra
(⊕

k

Hk
W (Rn),+,∧φ

)
thoả mãn các tiên đề của

vành.

1.4 Tích phân với mật độ

Định nghĩa 1.4.1. Gọi ω là một k-dạng trên đa tạp M , ta có định nghĩa sau:∫
M

ω :=

∫
M

eφω. (10)

Với định nghĩa tích phân với mật độ như trên ta có định lý Stokes như sau:

Định lý 1.4.1 (Stokes). Gọi ω là một k-dạng trên đa tạp M , khi đó:∫
∂M

ω =

∫
M

dφω. (11)

Chứng minh. áp dụng định lý Stokes, ta có:∫
∂M

ω =

∫
∂M

eφω =

∫
M

d
(
eφω

)
=

∫
M

eφe−φd
(
eφω

)
=

∫
M

dφω.
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2 TOÁN TỬ LAPLACE VỚI MẬT ĐỘ

Ta đã biết Laplace của một hàm f trong Rn được xác định bởi công thức ∆f :=

div∇f. Xét hàm khoảng cách r =
√
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n, với x = (x1, x2, · · · , xn). Ta

có:

∇r =
(x1

r
,
x2

r
, · · · , xn

r

)
=

x

r
;

∇r2 = 2(x1, x2, · · · , xn) = 2x.

Do đó :

∆r2 = div∇r2 = 2 + 2 + · · ·+ 2 = 2n.

Sau đây ta tính toán đối với hàm khoảng cách trên các mặt cực tiểu trong R3 (trường

hợp Rn hoàn toàn tương tự). Gọi X(x, y, z) với x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) là

một tham số trực giao của một mặt cực tiểu. Giả sử |Xu| = |Xv| = 1 và Xu.Xv = 0.

Khi đó ∆X := (∆x,∆y,∆z) = −2
−→
H, trong đó

−→
H = Hn là vector độ cong trung

bình (n là trường vector đơn vị của mặt).

Xét hàm khoảng cách r : Ω ⊂ Rn −→ R, ta có r2 = x2 + y2 + z2, do đó ∆r2 =

∆x2 +∆y2 +∆z2, trong đó:

∆x2 = div∇x2 = div
(∂x2

∂u
,
∂x2

∂v

)
=

∂

∂u

(
2x

∂x

∂u

)
+

∂

∂v

(
2x

∂x

∂v

)
= 2x∆x+ 2|∇x|2;

Tương tự ta tính được:

∆y2 = 2y∆y + 2|∇y|2;

∆z2 = 2y∆z + 2|∇z|2.

Do X cực tiểu nên ∆x = ∆y = ∆z = 0. Mặt khác:

|∇x|2 =
(∂x
∂u

)2

+
(∂x
∂v

)2

;

|∇y|2 =
(∂y
∂u

)2

+
(∂y
∂v

)2

;

|∇z|2 =
(∂z
∂u

)2

+
(∂x
∂v

)2

.

Do đó:

∆r2 = 2(|Xu|2 + |Xv|2) = 4.

Vậy trong không gian với mật độ khái niệm Laplace của một hàm hay của một mặt

được xác định như thế nào? Các kết quả trên có gì thay đổi không?
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Định nghĩa 2.0.2 (Laplace với mật độ của một hàm). Gọi f : Ω ⊂ Rn −→ R là

một hàm, khi đó Laplace với mật độ của f được xác định như sau:

∆φf := divφ∇f. (12)

trong đó divφX := e−φdiv(e
φX) với mọi trường vector X trên TΩ.

Quay trở lại với hàm khoảng cách r : Ω ⊂ Rn −→ R, xác định bởi công thức

r =
√
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n, với x = (x1, x2, · · · , xn). Ta có:

∆φr
2 = divφ∇r2

= e−φdiv(eφ∇r2)

= e−φ
(
eφdiv∇r2 + eφ⟨∇φ,∇r2⟩

)
= ∆r2 + ⟨∇φ,∇r2⟩
= 2n+ ⟨∇φ,∇r2⟩.

Định lý 2.0.2. Gọi f : Ω ⊂ Rn −→ R là một hàm và Ω là một miền trên Rn, khi

đó

∆φf = ∆f + ⟨∇f,∇φ⟩. (13)

Chứng minh. Từ định nghĩa của ∆φf , ta có:

∆φf = e−φ

n∑
i=1

∂

∂xi

(
eφ

∂f

∂xi

)
= e−φ

n∑
i=1

(
eφ

∂φ

∂xi

∂f

∂xi

+ eφ
∂2f

∂xi∂xi

)
= ∆f + ⟨∇f,∇φ⟩.

Hệ quả 2.0.1. Gọi f : Ω ⊂ Rn −→ R là một hàm và Ω là một miền trên Rn, khi đó

∆φf =
n∑

i=1

∂φ
∂xi

( ∂f

∂xi

)
.

Xét các mặt cực tiểu X(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) trong R3 (trường hợp Rn
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hoàn toàn tương tự) với chú ý φ(u, v) = φ(x(u, v), y(u, v), z(u, v)). Ta tính được:

∆φx = divφ(∇x)

= e−φdiv(eφ∇x)

= e−φ
[ ∂

∂u

(
eφ

∂x

∂u

)
+

∂

∂v

(
eφ

∂x

∂v

)]
= ∆x+

∂φ

∂u

∂x

∂u
+

∂φ

∂v

∂x

∂v

= ∆x+ ⟨∇φ,Xu⟩xu + ⟨∇φ,Xv⟩xv.

Tương tự ta có:

∆φy = ∆y + ⟨∇φ,Xu⟩yu + ⟨∇φ,Xv⟩yv;

∆φz = ∆z + ⟨∇φ,Xu⟩zu + ⟨∇φ,Xv⟩zv.

Như vậy ta có:

(∆φx,∆φy,∆φz) = ∆X + ⟨∇φ,Xu⟩Xu + ⟨∇φ,Xv⟩Xv.

Mặt khác, ta có biểu diễn:

∇φ = ⟨∇φ,Xu⟩Xu + ⟨∇φ,Xv⟩Xv + ⟨∇φ,n⟩n.

Do đó ta có:

(∆φx,∆φy,∆φz) = ∆X +∆φ− ⟨∇φ,n⟩n.

Hay

(∆φx,∆φy,∆φz)−∇φ = ∆X − ⟨∇φ,n⟩n.

Xét hàm khoảng cách r : Ω ⊂ Rn −→ R, ta có r2 = x2 + y2 + z2. Khi đó:

∆φx
2 = divφ(∇x2)

= e−φdiv(eφ∇x2)

= 2e−φdiv(eφx
∂x

∂u
, eφx

∂x

∂v
)

= 2e−φ
[ ∂

∂u

(
eφx

∂x

∂u

)
+

∂

∂v

(
eφx

∂x

∂v

)]
= 2

[
x
∂φ

∂u

∂x

∂u
+ x

∂φ

∂v

∂x

∂v
+ x

∂2x

∂u∂u
+ x

∂2x

∂v∂v
+
(∂x
∂u

)2

+
(∂x
∂v

)2]
= 2

[
x
(
∆x+

∂φ

∂u

∂x

∂u
+

∂φ

∂v

∂x

∂v

)
+ |∇x|2

]
= 2x∆φx+ 2|∇x|2.
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Tương tự ta có:

∆φy
2 = 2y∆φy + 2|∇y|2;

∆φz
2 = 2z∆φz + 2|∇z|2.

Do đó:

∆φr
2 = ∆φx

2 +∆φy
2 +∆φz

2

= 2(x, y, z)(∆φx,∆φy,∆φz) + 2(|∇x|2 + |∇y|2 + |∇z|2)
= 2(x, y, z)(∆φx,∆φy,∆φz) + 4.

Định nghĩa 2.0.3. Gọi
∑

siêu mặt trong Rn với mật độ eφ, X : Ω ⊂ Rn−1 −→∑
⊂ Rn là một tham số hoá của

∑
, khi đó Laplace với mật độ của X được xác

định như sau:

∆φX = ∆X − ⟨∇φ,n⟩n, (14)

trong đó n là trường vector đơn vị trên siêu mặt
∑

.

Nhận xét 2. Với định nghĩa trên ta có:

∆φX = ∆X − ⟨∇φ,n⟩n = (∆φx,∆φy,∆φz)−∇φ. (15)

Định lý 2.0.3. Gọi X : Ω ⊂ Rn−1 −→
∑

⊂ Rn là một tham số hoá trực giao của∑
, khi đó X(Ω) là mặt φ-cực tiểu khi và chỉ khi ∆φX = 0.

Chứng minh. ∆φX =
(
H − ⟨∇φ,n⟩

)
n = Hφn.

3 KẾT LUẬN

Như vậy, bài báo đã trình bày các khái niệm và kết quả mở rộng với mật độ của các

khái niệm vi phân ngoài của một dạng vi phân, đạo hàm của một hàm, tích trong

và tích phân của các dạng vi phân. Đặt biệt là khái niệm toán tử Laplace với mật

độ của một hàm và của một siêu mặt trong Rn đã được thiết lập sao cho nó vẫn giữ

mối quan hệ giữa toán tử Laplace với tính cực tiểu của mặt tham số trực giao trong

không gian với mật độ.

Lời cảm ơn: Tôi xin chân thành cảm ơn Thầy giáo, PGS. TS. Đoàn Thế Hiếu đã cho tôi
nhiều ý tưởng trong việc xây dựng, giải quyết vấn đề và hướng dẫn, giúp đỡ tôi hoàn thiện
bài báo này.
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Title: LAPLACE OPERATOR WITH DENSITY

Abstract: In this paper, we present the notions of the weighted exterior derivative of
a differential form, the weighted derivative of a function, weighted wedge product and
integral with density as the extensions of the corresponding notions in Euclidean space as
well as their properties. Base on these, we present some results on the weighted Laplace
operator of a function and of a hypersurface in Rn.
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